Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik bei exponentieller Verzinsung

Durch eine heutige Kreditaufnahme ist es mdglich, Zahlungseingdnge, die
erst in der Zukunft erfolgen werden, bereits heute zu nutzen. Durch Anlage
von heute verfligbarem Geld lassen sich kinftige Zahlungseingédnge
generieren. Diese zeitliche Transformation von Zahlungen kann
mathematisch durch Auf- bzw. Abzinsen nachgebildet werden.
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mit g = (1+i).

Damit wird eine zu einem bestimmten Zeitpunkt erfolgende Zahlung in eine
zu einem friiheren oder spéteren Zeitpunkt erfolgende gleichwertige
(4quivalente) Zahlung umgerechnet.

Unter der Annahme, dass Kapitalbetrége exponentiell mit 4% p.a. wachsen
ist eine heutige Zahlung von 100 € genau so viel wert wie eine Zahlung in
Hohe von 219,11 € in 20 Jahren oder eine Zahlung in Héhe von 45,64 € vor
20 Jahren.

Beim Austausch von Zahlungen, die zu unterschiedlichen Zeitpunkten
erfolgen, ist es von besonderem Interesse, ob diese Zahlungen wertmaRig
einander entsprechen, ob man also einen fairen Preis fiir die
Kapitallberlassung bzw. Kapitalaufnahme erhélt bzw. zahlt — anders
ausgedriickt: ob die Zahlungen &quivalent sind. Die Zahlungen missen also
miteinander verglichen werden. Um Zahlungen vergleichen oder
zusammenfassen zu kénnen, missen sie zeitlich in einen gemeinsamen
Zeitpunkt transformiert werden.

Beispiel: Die Aquivalenz zweier Zahlungen soll gepriift werden. Zahlung ,,Zo"
betrégt 100 € und ist heute (to) fallig. Zahlung ,,Z4“ betragt 116,99 € und ist
in vier Jahren (t4) fallig. Der Kalkulationszinssatz betrage 4% p.a. Es gelte
exponentielle Verzinsung.

Zo ist heute 100,00 € wert,

Z, ist heute ebenfalls 100,00 € wert (116,99 - 1,04~* = 100,00).

Beide Zahlungen sind somit aquivalent.

Welcher Stichtag zum Vergleich gewé&hlt wird, ist gleichgltig. Sind zwei zu
unterschiedlichen Zeitpunkten féllige Zahlungen &quivalent beziglich eines
Zeitpunktes, so auch in Bezug auf jeden anderen Zeitpunkt:

Stichtag Wertvon ,,Zo" Wertvon ,,Z4"
{3 100 - 1,043 = 112,49 116,99 -1,0471 = 112,49
20 100 - 1,04%° ~ 219,11 116,99 - 1,04'¢ = 219,12
L2 100 - 1,0420 = 45,64 116,99 - 1,0472% = 45,64

Zwei Zahlungen Ko und K, (Ko fallig im Zeitpunkt 0, K, fallig im Abstand von n

Zinsperioden bzgl. 0) heilen (unter Verwendung von Zinseszinsen und dem

Periodenzinssatz i) Aquivalent, wenn zwischen ihnen die Beziehung
Kn=Ko(1+ )" = Ko q"

besteht.

Ist n positiv (negativ), so liegt K, zeitlich um n Zinsperioden spéter (friher)

als Ko.

Zur Berechnung der Zeitwerte sind beliebige Umwege oder Stufen statt-
haft.
Der Zeitwert der Zahlung ,,.Zo" im Zeitpunkt t; konnte z.B. also auch ermittelt
werden
durch Aufzinsen (ber 4 Jahre und anschlieBendes Abzinsen tber 1 Jahr
K; = 100-1,04*-1,0471 = 112,49
o oder durch Abzinsen ber 2 Jahre und anschlieRendes Aufzinsen
tber 5 Jahre
K; =100-1,0472-1,045 = 112,49
Zwei (oder mehr) zu unterschiedlichen Zeitpunkten fallige Zahlungen dirfen
nur dann zu einem (zeitbezogenen) Gesamtwertzusammengefasst werden,



wenn sie zuvor auf einen gemeinsamen Bezugstermin auf-/abgezinst
wurden.

Beispiel: Es werden die folgenden sicheren Einzelzahlungen bei einem
Kalkulationszinssatz von 3,5% p.a. erwartet:
300 3(|)0 10.|300

tlo tll tlz tl3 't
Die Zusammenfassung dieser Zahlungen ergibt bei verschiedenen
Bezugsterminen folgende Ergebnisse:

Ko =300-1,035"1 +300-1,035"2 + 10300 - 1,03573 = 9859,92
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K; =300 + 300-1,035"1 + 10000 - 1,035~2 = 10205,02
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K, =300 -1,035 + 300 + 10300 - 1,03571 = 10562,19
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K; =300 -1,035% + 300 - 1,035 + 10300 = 10931,87
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Wurde der Wert einer Zahlungsreihe, den sie zu einem bestimmten

Zeitpunkt besitzt, ermittelt, lasst sich jeder andere Zeitwert dieser

Zahlungsreihe durch einmaliges Auf-/Abzinsen dieses ermittelten Zeitwerts

berechnen:

_—{ 10.931,87 ]

_—| 10562,19 [~
_—| 10.205,00 [«—
9.859,92 [—
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z.B.
K, =9859,92 1,035 = 10205,02 = 10562,19 - 1,035~!

Wenn zu jedem Zeitpunkt die Mdglichkeit besteht, einen Geldbetrag zu 3,5%
p.a. mit Zinseszins Uber beliebige Zeitrdume anzulegen, ist es vollig
gleichgliltig, ob die urspriingliche Zahlungsreihe vereinnahmt wird oder ob
man zu den jeweiligen Stichtagen einen Geldbetrag in H6he des jeweiligen
Zeitwerts erhalt, der fur die restliche Zeit wieder verzinslich angelegt werden
kann.

Die fir die verschiedenen Bezugstermine ermittelten Gesamtwerte der
Zahlungsreihe sind somit sowohl untereinander als auch mit der
Zahlungsreihe selbst dquivalent.



Nachdem der Zeitwert der Zahlungsreihe durch Auf- oder Abzinsen der
Einzelzahlungen auf denselben gewiinschten Zeitpunkt ermittelt wurde,
kann dieser mit dem Zeitwert anderer Zahlungen oder Zahlungsreihen
verglichen werden, um diese auf Aquivalenz zu prifen.

Annahme: Es handelt sich bei der dargestellten Zahlungsreihe um
Einzahlungen, die wir im Austausch als Gegenleistung fiir einen heute (in to)
auszuzahlenden Betrag in H6he von 9.800 € erhalten werden.

Leistung Gegenleistung
9.800,00 300 | 300 10300
to ty t, ot

Ein Vergleich der Werthaltigkeit in to zeigt, dass hier Leistung und
Gegenleistung unterschiedlich viel wert, also nicht &quivalent sind:
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Der Wert der Gegenleistung ubersteigt den Wert der eigenen Leistung um
59,92 € zu unserem Vorteil. In der Investitionsrechnung wird diese Differenz
als Kapitalwert Co bezeichnet.

Der Vergleich kann auch zu jedem anderen beliebigen Bezugstermin
vorgenommen werden. Voraussetzung ist, dass die zu vergleichenden
Zahlungen im gleichen Zeitpunkt stattfinden oder auf den gleichen Zeitpunkt
transformiert wurden.

10.205,02 | 10562,19 | 10.931,87

10.143,00 | 10.498,01 | 10.865,44
//
9.800 —

v

to t1 tlz t3 t
Differenz 62,02 64,18 66,43

Sind Zahlungen zu einem Stichtag nicht &quivalent, sind sie es auch nicht zu
beliebigen anderen Stichtagen.

Die nicht &quivalenten Leistungen haben zu jedem Stichtag dasselbe
Wertverhaltnis:
10.931,87 1056219 10.205,02  9.859,92

1086544 _ 1049801 1014300  9800,00  ~000tt4

Die Differenz zwischen nicht dquivalenten Zahlungen an einem Stichtag kann
auch direkt ermittelt werden, indem die bereits ermittelte Differenz eines
anderen Stichtages auf- bzw. abgezinst wird, z.B. 59,92 - 1,035% = 66,43.



Von besonderem Interesse ist die Beantwortung der Frage, unter welchen
Bedingungen Zahlungen zu anderen Zahlungen &quivalent sind.

Zur Beantwortung dieser Frage ist vom Aquivalenzprinzip

Leistung = Gegenleistung

und einer entsprechenden Aquivalenzgleichung auszugehen. Auf dieser
Basis lassen sich verschiedene Problemstellungen bearbeiten.

e Beigegebenem Zinssatz von 3,5% p.a. und gegebener Gegen-
leistung (3 nachschdissigen Zahlungen 300 €/300 €/10300 €):
Welche &quivalente Leistung ist zu erbringen?

Leistung = 300-1,035"1 + 300 - 1,03572 + 10300 - 1,03573

Die &quivalente Leistung betragt —wenn sie in to erbracht wird —
9.859,92 €.

Aquivalent wire aber z.B. auch eine nachschiissige Rentenzahlung
mit drei Raten in HOhe von jeweils

985992 . 103520035 _ 351934 ¢
1,0353—1

o Beigegebenem Zinssatz von 3,5% p.a. und gegebener Leistung in
Form einer heutigen Einmalzahlung von 9.800 €:
Worin besteht die &gquivalente Gegenleistung?

9800 = Gegenleistung

Aquivalente Gegenleistungen sind z.B. auch

eine Zahlungsreihe, bestehend aus 343 €in t;, 343 € in t, sowie
10.143 € in t3 oder

eine nachschissige Rentenzahlung mit drei Raten in Héhe von

jeweils 9800 - 150035 — 3 497 95 oder

1,0353-1
eine Einmalzahlung in t; in Hohe von 10.865,44 € oder ...

o Beigegebener Leistung und gegebener Gegenleistung:

Welcher Zinssatz lasst Leistung und Gegenleistung gleichwertig
werden?

—
1

9.800
9.800 |®

300 300 10.300
to t t, t, t

9800 =300-q 1+ 300:q~2+ 10300 ¢3
mit g = (L+ier)

Beim gesuchten Zinssatz handelt es sich um den Effektivzinssatz iesr, €in im
Anlage— oder Kreditgeschaft Gibliches (oder auch vorgeschriebenes)
Vergleichskriterium.



Berechnung des Effektivzinssatzes

Durch Umformen der Aquivalenzgleichung erhalt man
300-q 1+ 300-¢q72+ 10300 -¢~3—9800 =0

Es ist also jener Kalkulationszinssatz zu bestimmen, welcher zu einem
Kapitalwert von Null fuhrt (die Differenz zwischen Wert der Leistung und
Wert der Gegenleistung wird Null; beide sind somit aquivalent).

Der Kapitalwert ist eine Funktion des Kalkulationszinssatzes. Unterschiedlich
hohe Kalkulationszinssatze bewirken unterschiedlich groRe Differenzen
zwischen Leistung und Gegenleistung, also unterschiedlich hohe
Kapitalwerte. Dabei hat die Kapitalwertfunktion bei Normalinvestitionen
(eine heutige Auszahlung fuhrt zu kiinftigen Einzahlungsiiberschiissen) einen
fallenden Verlauf:

1.500,00 €

¢
1.000,00 €

Nullstelle
500,00 €

Kalkulationszinssatz

Kapitalwert

0,00€

6% 8%

-500,00 €

-1.000,00 €

Zur Ermittlung des Effektivzinssatzes ist somit die Nullstelle der Kapitalwert-
funktion zu bestimmen.

Bei Aquivalenzgleichungen hoheren Grades ist die Losung durch einfaches
Auflosen der Gleichung nach i nicht mdglich. Zur Gleichungsldsung ist ein
iteratives N&herungsverfahren erforderlich.

e L6sung mit Kalkulationsprogramm MS-Excel:

In Al bis D1 Aus- und Einzahlungen zeitlich geordnet eingeben (Vorzeichen
beachten!),

300| 10300  3,717%

BB -9s00]  300|

ml die Funktion ,,IKV* arbeiten lassen:
1KV
Werte | A1:D1| 4 | = {-9800.300.300.10300}
Schatzwert 2| =
= 0,037168271

e Aufstellen einer Wertetabelle mit Casio-Taschenrechner:

TABLE-Modus einschalten:

Kapitalwertfunktion eingeben, dabei Variable X (entspricht dem gesuchten
q) mit , [3

Start- und Endwert sowie Schrittweite eingeben, jeweils mit Q
abschlieRen, Wertetabelle wird erzeugt.

Ablesen, wo der Ubergang von negativen zu positiven Werten erfolgt, in
welchem Bereich also die Nullstelle zu finden ist,

ggf. weiter eingrenzen und Schrittweite verringern. Hierzu mit
wieder zurlick in den Eingabemodus wechseln.

Ausgehend von den Wertepaaren der Tabelle mit Regula falsi (siehe im
Folgenden) weiterzuarbeiten, fiihrt ebenfalls zum Ziel.



e Regula falsi, Sekantennéherungsverfahren, Anwendung der
rechnerischen linearen Interpolation:

Mit einem ersten Versuchszinssatz starten (evtl. aus Wertetabelle),
z.B. i1 = 3,6% ergibt Co1 = +32,22. Aquivalenz wurde nicht erreicht. Die
kiinftigen Uberschiisse miissen starker abgezinst werden.
Versuch 2,z.B. i; = 3,8% ergibt Cor =-22,85. Auch hier wurde keine Aquivalenz
erzielt; die kiinftigen Uberschiisse wurden jetzt jedoch zu stark abgezinst.
Der gesuchte Zinssatz muss also zwischen 3,6% und 3,8% liegen.

Nunmehr kann auf Basis dieser zwei Wertepaare der Schnittpunkt der
Sekante mit der Abszisse ermittelt wird. Man erhélt die Nullstelle einer
linearen Funktion, die in der Nahe der Nullstelle der Kapitalwertfunktion
liegt:

Die Richtigkeit des ermittelten Effektivzinssatzes lasst sich mit Hilfe eines
Vergleichskontos Uberprifen. Abgerechnet mit dem Effektivzinssatz fihrt es
am Ende der Laufzeit zum Kontostand Null*:

Prinzip der linearen Interpolation
A

Formel zur rechnerischen

Periode | Restschuld 3,717% Tilgung
t K1 Ut Zinsen T
1 9.800,00 300,00 364,25 -64,25
2 9.864,25 300,00 366,64 -66,64
3 9.930,89| 10.300,00 369,11 9.930,89
4 0,00

Der ermittelte Effektivzinssatz zeigt, wie sich das zum jeweiligen Zeitpunkt
innerhalb des Investitionsobjektes gebundene Kapital verzinst. Es handelt
sich um den internen Zinssatz.

Zu beachtende Pramissen des Aquivalenzprinzips:?

Corf---- linearen Interpolation
p =p,—C P2 —P1
eff 1 01 COZ _ CO1
COZ ________________
—36_3200. >0 —36 3,717
Perf = 085 -3202

Diese erste N&herung lasst sich mit Hilfe der gleichen Verfahrensweise bei
Notwendigkeit beliebig weiter verbessern:

Der Kapitalwert Coz bei einem Kalkulationssatz is= 3,717% betragt -0,048.
Interpolation zwischen i; und iz ergibt 3,7168271% usw.

! Hier wird der mit Excel ermittelte Zinssatz verwendet. Bei Abrechnung mit genau
3,717013% ergibt sich eine vernachlassigbare Differenz von 0,06 €.

»Jeder verflgbare Kapitalbetrag wird - wenn erforderlich, beliebig lange —
zum Kalkulationszinsfuf? angelegt. Jeder zukiinftig fallige Kapitalbetrag kann
zu jedem friher gelegenen Zeitpunkt als Kredit in Hohe seines
finanzmathematischen Barwerts aufgenommen werden. Dabei missen
Anlagezinssatz (Habenzinssatz) und Aufnahmezinssatz (Sollzinssatz) stets
identisch sein. Werden nur aufgezinste Endwerte verwendet, ist diese
Pramisse entbehrlich ...

Die Hohe des verwendeten Auf-/Abzinsungs-Zinssatzes (Kalkulations-
zinssatzes) héngt nicht von der Laufzeit oder Kapitalhdhe ab.

Auf-/Abzinsungsprozesse konnen beliebig weit in Zukunft oder
Vergangenheit erfolgen.

Auf-/Abzinsungsprozesse erfolgen mit Hilfe der (reinen) exponentiellen
Verzinsung ..."

2 Tietze, Jurgen: Einfiihrung in die Finanzmathematik, Wiesbaden 2015, S. 70




Bei Beurteilung von real durchzufiihrenden Finanzierungen oder
Investitionen ist zu priifen, ob diese Pramissen den konkreten Bedingungen
im zu untersuchenden Fall gerecht werden. So ist z.B. zu prifen, ob
wechselnde Soll- und Habenzinssatze zu berticksichtigen sind, ob die
konkret vorliegende Zinsstruktur den aufgeftihrten Pramissen entspricht
USW.

Beispiel: Wiederanlage freigesetzter Betrge zu einem vom internen Zinssatz
abweichenden Wiederanlagezinssatz

Das zum jeweiligen Zeitpunkt im Investitionsobjekt gebundene Kapital wird
zum internen Zinssatz verzinst. Die schrittweise freigesetzte Betrage kénnen
sich nicht mehr im Investitionsobjekt zum internen Zinssatz verzinsen.

gebundenes
Vorgang Betrag Kapital

to | Investition 9.800,00 € 9.800,00 €
t Zinszuschlag +364,25 €

Freisetzung -300,00 € 9.864,25 €
t Zinszuschlag +366,64 €

Freisetzung -300,00 € 9.930,89 €

Zinszuschlag +369,11 €
s Freisetzung -10.300,00 € 0,00 €

Unter der Annahme, dass die freigesetzten Betrdge bis zum Ende des
Investitionszeitraums zu 1,00% p.a. wieder verzinslich angelegt werden,
ergibt sich folgende Entwicklung:

Vorgang Betrag Saldo
t1 | Anlage +300,00 € 300,00
t Zinszuschlag +3,00 €
Anlage +300,00 € 603,00 €
ts Zinszuschlag +6,03
Abschlusszahlung +10.300,00 10.909,03 €

Der urspriinglich investierte Geldbetrag von 9.800 € ist auf 10.909,03 €
angewachsen:
9.800,00 - (1 +i)3 = 10.909,03

_>[1090003
‘= |980000 T PONP4

In Kurzfassung:

Q= 31300+ 1,012 +300- 1,01 +10.300 _1=3638%p.a

9.800 ’ o
Das zum jeweiligen Zeitpunkt im Investitionsobjekt gebundene Kapital wurde
effektiv mit 3,717% p.a. verzinst, das investierte Kapital hat sich jedoch tber

den gesamten Investitionszeitraum effektiv nur mit 3,638% p.a. verzinst.

Bei dieser Vorgehensweise wurde die Pramisse, dass sich alle Kapitalbetrage
zum gleichen Kalkulationszinssatz verzinsen, aufgegeben. Die interne
ZinsfuBmethode wurde durch Einbeziehung eines vom internen Zinssatz
abweichenden Wiederanlagezinssatzes modifiziert. Der modifizierte interne
Zinssatz betragt 3,638% p.a.

Um tatsachlich die Rendite zu erreichen, die mit Hilfe der Methode des
internen Zinssatzes ermittelt wurde, missten auch die freigesetzten und
anderweitig wieder angelegten Betrége genau zum internen Zinssatz verzinst
werden. Bei Anwendung des internen Zinssatzes mit der durch Excel
ermittelten Genauigkeit als Wiederanlagezinssatz ergibt sich:

Vorgang Betrag Saldo
t1 | Anlage +300,00 € 300,00
t Zinszuschlag +11,15 €
Anlage +300,00 € 611,15 €
ts Zinszuschlag +22,72
Abschlusszahlung +10.300,00 10.933,87 €

9.800 (1 +i)® =10.933,87

= |2093987 ) _ 571684
'~ 980000 T op-&



